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Um þetta hefti

Þetta hefti er hugsað fyrir byrjendur í framhaldsskólum, á félags- og hugvísindabrautum. Ef
nemendur glíma einnig við verkefni merkt „áskorun“ gæti það líka hentað náttúruvísindabraut-
um. Gert er ráð fyrir því að nemendur vinni saman og með kennara sem hefur góða þekkingu
á efninu. Hins vegar er ekki er ætlast til að kennari segi nemendum fyrirfram hvernig eigi að
leysa verkefnin. Ekki er gert ráð fyrir neinni sérstakri fyrirfram stærðfræðiþekkingu af hálfu
nemenda. Verkefnin eru samt sem áður ekki auðveld og það á ekki að leysa þau hratt og
örugglega heldur eiga þau að gefa nemendum færi á því að búa til stærðfræði í samvinnu sín
á milli og með kennara. Mikilvægt er að gefa sér góðan tíma og líta ekki á verkefnin eins og
venjuleg reiknisdæmi til að klára heldur eitthvað til að dvelja við, tala um, pæla í, læra af, og
njóta.

Þeir nemendur sem leggja sig vel fram um að skilja verkefnin til fullnustu eiga eftir það
að hafa öðlast þekkingu og skilning á frumhugtökum netafræðinnar og nokkrum reglum úr
talningarfræði auk þess sem þeir eiga að hafa öðlast reynslu og þekkingu á vinnubrögðum
stærðfræðinnar, sér í lagi:

• að draga út eiginleika (e. to abstract)

• að setja fram og meta tilgátur

• að lesa skilgreiningar og setja fram skilgreiningar

• að setja fram aðstæður með stærðfræðilíkani

• að lesa og setja fram eigin röksemdarfærslur (sannanir)

Ekki er gert ráð fyrir að nemendur þurfi meiri texta en þann sem er í heftinu til að fást við
verkefnin og læra af þeim, en það getur verið mikilvægt að hafa í huga „góðar vinnuvenjur“ í
stærðfræði. Til að leysa verkefnin getur til dæmis verið gagnlegt að

• finna leiðir til að skrásetja eða setja fram á gagnlegan hátt,

• skilgreina gagnleg hugtök,

• setja fram tilgátur,

• ræða, rökstyðja eða gagnrýna og endurskoða tilgáturnar,

• útskýra og sanna niðurstöður eins vel og hægt er,
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• alhæfa og útvíkka: finna eins almennar reglur og hægt er, tengja við eldri dæmi og fyrri
þekkingu,

• spyrja nýrra og flóknari spurninga.

Í fyrsta hluta bókarinnar eru verkefni, en í seinni hlutanum eru athugasemdir og vísbendingar
um nokkur dæmanna. Í kennarabók (ekki til eins og er) verða svo meiri upplýsingar um lausnir
dæmanna.
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Verkefni í netafræði

1 Tengslanet
Anna er vinur Bjarna, Dóru og Einars. Bjarni er vinur Clöru. Clara er vinur Dóru og Finns.
Finnur er vinur Einars. Dóra er vinur Einars og Finns.

(a) Hver á flesta vini?

(b) Hve mörg vináttutengsl eru í þessu tengslaneti? Önnur leið til að orða spurninguna væri:
hvað eru mörg vinapör?

(c) Hvað eiga stelpurnar marga strákavini að meðaltali, og hvað eiga strákarnir marga stelpu-
vini að meðaltali?

(d) Ein forsenda dæmisins var hugsuð þannig: ef A er vinur B þá er B sjálfkrafa vinur A.
Það er líka hægt að gera ráð fyrir að svo sé ekki, en þá er dæmið bara öðruvísi. Eru
fleiri óorðaðar forsendur í dæminu?

(e) Flettið upp á lausnarleiðum í kaflanum Fróðleikur og vísbendingar.

2 Möguleg og ómöguleg tengslanet
Teiknið dæmi um tengslanet ef það er hægt, annars ekki:

(a) Það eru fjórir einstaklingar og allir eru vinir allra.

(b) Það eru fimm einstaklingar og allir eiga nákvæmlega tvo vini.

(c) Það eru fimm einstaklingar og einn þeirra á fjóra vini en hinir eiga allir bara einn vin.

(d) Nákvæmlega þrír einstaklingar eiga nákvæmlega þrjá vini.

3 Net, hnútar og leggir
Teiknað hefur verið tengslanet þar sem bókstafir í hringjum tákna einstaklinga og þeir tengjast
ef þeir eru vinir. Í netafræði er hefð fyrir því að tala um hringina (stundum táknað með
punktum) sem hnúta (e. vertex eða node) og strikin sem leggi (e. edge eða link). Saman
mynda hnútarnir og leggirnir net (e. graph eða network).
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Netið fyrir verkefni 3.

(a) Hve margir hnútar eru í netinu?

(b) Hve margir leggir eru í netinu?

(c) Einhver utanaðkomandi vill koma skilaboðum til allra í netinu, og ætlar að fá einhvern
til að pósta á samfélagsmiðil. Hvern ætti hann að velja?

(d) Ef einhver hópur þekkist innbyrðis, allir þekkja alla hina, er það nefnt klíka. Til að
auka nákvæmnina er líka talað um 3-klíkur, ef þrír eru í klíkunni, 4-klíkur ef fjórir eru í
klíkunni og svo framvegis. Hve margar ólíkar 3-klíkur eru í netinu og hve margar 4-klíkur
eru í netinu?

4 Að draga út eiginleika

Stærðfræði er notuð þannig að raunverulegum (eða ímynduðum) aðstæðum er breytt í stærð-
fræði. Svo er unnið með stærðfræðina, og að lokum er stærðfræðilausnin túlkuð yfir í aðstæð-
urnar. Fyrsta skrefið í þessu ferli er að draga út (e. to abstract) þá eiginleika sem skipta máli
fyrir okkur í hvert skipti, en líta framhjá öllu öðru. Þegar tengslanet eru skoðuð, er ein leið að
líta framhjá öllu öðru en þessu: hverjir tengjast hverjum? Þá höfum við sleppt því að taka með
í reikninginn hvar fólkið er, hverjir eru nálægt öðrum, hvað fólkið er gamalt, hvað það heitir,
hvernig það lítur út og svona mætti halda áfram endalaust. Stærðfræðilega framsetningin á
þeim eiginleikum sem skipta máli nefnist svo stærðfræðilegt líkan.
Segjum sem svo að öllum innbyrðis vinatengslum í eftirfarandi fjögurra manna hópi af íslensk-
um unglingum sé rétt lýst með eftirfarandi: Jói er 15 ára og þekkir Söru sem er 16 ára og Sara
þekkir Gunnar sem er 17 ára og Gunnar þekkir Hönnu sem er 16 ára og Hanna þekkir Jóa sem
talað var um fyrst í þessari upptalningu.

(a) Ef einn vinur byrjar og segir einum vini sínum leyndarmál, og allir sem heyra leyndarmál
segja alltaf öllum vinum sínum leyndarmálið daginn eftir að þeir heyra það, hvað tekur
langan tíma þangað til allir vinirnir hafa heyrt leyndarmálið?

(b) Hvaða upplýsingar dróstu úr lýsingunni og notaðir til að búa til stærðfræðilegt líkan í lið
a? Hvaða upplýsingar notaðir þú ekki?

(c) Hver er elstur og hver er yngstur af þessum unglingum?
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(d) Hvaða upplýsingar dróstu úr lýsingunni og notaðir til að búa til stærðfræðilegt líkan í lið
c? Hvaða upplýsingar notaðir þú ekki?

5 Kynlíf

Í rannsóknum á (gagnkynhneigðri) kynlífshegðun hefur oft komið fram að karlar svara þannig
að þeir hafi stundað kynlíf með fleiri konum að meðaltali heldur en konur með körlum. Getur
þetta verið rétt? Til að kanna málið er hægt að hugsa sér samfélag með (til dæmis) sex
körlum og sex konum, og búa til ólíkar „sviðsmyndir“, það er að segja ólík dæmi um hugsanleg
(gagnkynhneigð) kynlífstengsl innan þessa hóps.

6 Eins net

Þegar net eru teiknuð skiptir ekki máli hvernig netið snýr eða nákvæmlega hvar hnútarnir eru,
heldur aðeins hvaða hnútar eru tengdir saman með leggjum. Þess vegna geta mismunandi
teikningar táknað sama netið. Hvaða teikningar tákna sama netið?

Hvaða net eru eins í verkefni 6?

7 Leikur: búum til tengslanet

Hér þarf að vera einhver hópur af nemendum. Notið leikinn „steinn, pappír eða skæri“. Sér-
hverjir tveir nemendur spila einu sinni. Ef útkoman er jafntefli þá tengjast þeir ekki, annars
tengjast þeir. Það má líka nota aðra leiki, til dæmis að kasta upp peningi, eða teningum og
vissar summur þýða tengingu en aðrar ekki. Teiknið upp svona tengslanet.

(a) Er netið samhangandi eða myndast „eyjur“? (Samhangandi þýðir að sama hvaða tveir
hnútar eru valdir, það er einhver „leið“ (listi af leggjum) sem tengir þá.)

(b) Hverjir eru „mikilvægastir“ fyrir útbreiðslu upplýsinga? Af hverju?

(c) Eru einhverjir í netinu þannig að ef þeir væru teknir burt þá myndi netið slitna?

(d) Hve margar 3-klíkur eru í netinu og hve margar 4-klíkur eru í netinu?
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8 Vinaþversögnin

Markmiðið í þessu dæmi er að skoða fullyrðinguna „að meðaltali eiga vinir manns fleiri
vini en maður sjálfur“. Fyrst skoðum við lítið ímyndað dæmi um vinatengsl sem netið á
myndinni lýsir (hnútar tákna fólk, leggur á milli táknar að manneskjurnar eru vinir).

A

B

C

D

E

F

Net fyrir verkefni 8.

(a) Finnið hvað hver manneskja á marga vini.

(b) Reiknið meðalfjölda vina í þessu tengslaneti. (Hvað á hver manneskja marga vini að
meðaltali?)

(c) Reiknið út hvað vinir B eiga marga vini að meðaltali.

(d) Reiknið út hvað vinir F eiga marga vini að meðaltali.

(e) Haldið áfram og kannið hvort þessi fullyrðing er sönn: „Að meðaltali eiga vinir manns
fleiri vini en maður sjálfur“.

(f) Áskorun: Sýnið fram á að niðurstaða ykkar í síðasta lið á við um öll tengslanet [þetta
er mjög krefjandi verkefni].

Það gæti verið áhugavert að búa til fleiri dæmi og/eða reyna að rannsaka þetta mál nánar.
Fullyrðingin er vel þekkt og hægt er að finna efni um hana á netinu með því að gúgla „friendship
paradox“.

9 Einn sameiginlegur vinur

(a) Hvaða pör af einstaklingum eiga nákvæmlega einn sameiginlegan vin í hópnum, sam-
kvæmt tengslanetinu sem teiknað er?

(b) Teiknið tengslanet 7 einstaklinga með þennan eiginleika: sérhverjir tveir einstaklingar í
netinu eiga nákvæmlega einn sameiginlegan vin.
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Netið fyrir verkefni 9.

10 Karateklúbburinn
Í mannfræðirannsókn (Zachary, 1977: An Information Flow Model for Conflict and Fission
in Small Groups) var búið til líkan af því hvernig upplýsingar og skilaboð streymdu þegar
ágreiningur varð og hópar sundruðust innan karateklúbbs í Bandaríkjunum. Í klúbbnum voru
34 einstaklingar og í fræðilegu greininni sem rituð var um rannsóknina birtist net sem sýndi
tengslin milli þeirra. Einstaklingar töldust hafa tengsl ef þeir höfðu regluleg samskipti utan
klúbbsins.

Tengslanet í karateklúbbnum.

(a) Er hægt að segja eitthvað út frá myndinni um það hverjir eru „mikilvægustu“ einstak-
lingarnir, út frá félagslegu sjónarmiði?
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(b) Fjöldi leggja sem tengjast hnúti nefnist gráða hnútarins. Hverjar eru gráður hnúta númer

19, 20, 21, 22, og 23?

(c) Hvaða hnútar virðast hafa hæstu gráðurnar?

11 Ta�a (eða fylki)

Í síðasta verkefni var mynd af neti sem er�tt er að lesa af þar sem það er þéttast. Ein

hefðbundin leið til þess að setja fram net (og til að �geyma� upplýsingar um net, til dæmis

í tölvum) er að búa til tö�u. Ta�an telur alla hnúta fylkisins í einum dálki og líka í röð. Ef

hnútur númern tengist hnúti númerm er talan 1 sett í hól�ð í dálkin og röðm (og líka í

dálki m og röðn), en annars er sett 0.

Fylkið fyrir tengslanet í karateklúbbnum.

Tö�ur eins og þessar nefnastfylki í stærðfræði, í netafræði heitir svona ta�ahnútafylki

netsins. Sýnum fylki fyrir tengslanetið í karateklúbbnum, og notum tö�una til að svara spurn-

ingunum:

(a) Finnið gráður hnúta númer 1, 33 og 34.

(b) Hvaða tveir hnútar hafa hæstu gráðunar?

(c) Hvað eiga þeir einstaklingar marga sameiginlega vini?
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12 Stutt æ�ng um hnútafylki

Það að búa til hnútafylki út frá teikningu af neti (eða öfugt) er dæmi um algengan hlut í

stærðfræði: að þýða á milli ólíkraframsetninga (e. representations). Eftirfarandi verkefni

eru um það:

(a) Gerið hnútafylki fyrir netið í verkefninu um vinaþversögnina, verkefni 8.

(b) Teiknið netið sem hefur eftirfarandi hnútafylki:

a b c d e

a 0 1 1 0 0

b 1 0 1 1 0

c 1 1 0 0 1

d 0 1 0 0 0

e 0 0 1 0 0

13 Brýrnar í Königsberg

Hér er mynd af borg. Fljót rennur gegnum borgina og það eru sjö gamlar og fallegar brýr sem

tengja borgarhlutana saman. Verkefnið er að hanna gönguferð þannig að farið sé um hverja

brú einu sinni og ekki oftar.

Gamalt kort af Königsberg.

Svissneski stærðfræðingurinn Leonhard Euler (1707�1783) leysti þrautina um brýrnar í Königs-

berg árið 1735. Greinin sem hann skrifaði um þrautina heitir Solutio Problematis ad Geometriam

Situs Pertinentis (Lausn á verkefni um rúmfræði staðsetninga). Euler byrjaði á því sem maður

á alltaf að gera, bjó til einfaldaða útgáfu af verkefninu, með því að draga út þá eiginleika sem

skipta máli, en sleppa hinum.
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Einfölduð teikning Eulers af brúnum í Königsberg.

Reynið að �nna gönguferð þannig að farið sé y�r hverja brú nákvæmlega einu sinni. Ef það er

ekki hægt, reynið að útskýra hvers vegna það er ekki hægt.

14 Net, hnútar, leggir, rás, tré og gráða hnútar

Til þess að eiga við verkefni eins og hér á undan (og mörg mörg �eiri) er til stærðfræðikenning

sem heitir netafræði (e. graph theory). Frumhugtök kenningarinnar eru net (e. graph), leggur

(e. edge) og hnútur (e. vertex).Net er safn afhnútum og leggjum þannig að hver leggur

tengist nákvæmlega tveimur hnútum. (Einnig er hægt að hugsa sér legg sem tengist aftur

í sama hnút.) Annað heiti sem oft er notað þegar (hluti af) netafræði er hagnýtt í ýmsum

greinum er network theory eða network science. Svara á þremur spurningum um þrjú net í

þessu verkefni.

Netin fyrir verkefni 14.

(a) Eitt netið er stærðfræðilegt líkan af brúnum í Köningsberg (sjá að ofan) þar sem hnútur

táknar landsvæði en leggur táknar brú. Hvaða net er það?

(b) Rás í neti er röð af hnútum og leggjum sem byrja og enda á sama hnúti. Net sem hefur

enga rás er kallaðtré . Hvaða net hafa rásir og hvaða net er tré?
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(c) Rifjum upp aðGráða hnútar er fjöldi leggja sem tengjast hnútinum. Í einu netinu hér

að ofan er gráða A = 1 og gráða B = 3. Þetta verður líka skrifað með fallarithætti:

g(A) = 1 , g(B) = 3 . Hvaða net er þetta?

(d) Skráið fjölda leggja í hverju neti.

15 Heildargráða

Heildargráða nets er summan af öllum gráðum allra hnúta í netinu.

(a) Hverjar eru heildargráður netanna í síðasta verkefni?

(b) Hvernig tengist heildargráðan fjölda leggja? (Ef maður telur alla leggina getur maður

þá sagt hver heildargráðan er? Ef svo er, hvers vegna?) Þetta er mikilvægt verkefni til

að æfa stærðfræðilega röksemdarfærslu.

16 Sléttir hnútar og oddahnútar

Ef gráða hnútar er oddatala má kalla þann hnútoddahnút en annarssléttan hnút . Hvaða

hnútar í netum 1, 2 og 3 úr síðustu dæmum hér að ofan eru sléttir hnútar og hverjir eru

oddahnútar?

17 Möguleg og ómöguleg net

Teiknið ef hægt er.

(a) net sem hefur þrjá slétta hnúta og enga aðra hnúta,

(b) net sem hefur þrjá slétta hnúta og einn oddahnút,

(c) net sem hefur þrjá slétta hnúta og tvo oddahnúta,

(d) net sem hefur þrjá slétta hnúta og þrjá oddahnúta,

(e) net sem hefur tvo slétta hnúta og einn oddahnút,

(f) net sem hefur tvo slétta hnúta og tvo oddahnút,

(g) net sem hefur tvo slétta hnúta og þrjá oddahnúta.

18 Hvað geta verið margir oddahnútar?

Skoðið síðasta dæmi, ogsetjið fram tilgátu um fjölda oddahnúta í hvaða neti sem er. Getur

fjöldi oddahnúta verið hver sem er? Hvaða regla gildir og af hverju? Þetta er mikilvægt

verkefni til að æfa stærðfræðilega röksemdarfærslu.
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19 Vegur, Euler-vegur og Euler-rás

Skoðum aftur eitt af netunum frá því áður:

Netið fyrir verkefni 19.

(a) Ef A, B, C, og D tákna staði og leggirnir tákna brýr, er hægt að ferðast þannig að

maður fari nákvæmlega einu sinni y�r hverja brú? (Þetta er sama og verkefni Eulers í

Königsberg). Hvernig? Finnið alla möguleika.

(b) Vegur er listi þar sem skiptast á hnútar og leggir, og hann byrjar og endar á hnútum.

Nóg er að gefa upp hnútana. Til dæmis væri ABCBA vegur í netinu hér að ofan (en

hann er ekki þannig að maður fari einu sinni um hvern legg!).Euler-vegur er vegur

þar sem hver einasti leggur kemur fyrir nákvæmlega einu sinni. Ef Euler-vegur byrjar og

endar á sama stað nefnist hannEuler-rás. Hefur netið hér að ofan Euler-rás? Hvaða?

Finnið þær allar (ef einhverjar eru).

20 Teikningar án þess að lyfta

Er hægt að teikna eftirfarandi myndir án þess að lyfta blýantinum eða fara ofan í sama strikið

tvisvar? Ef það er hægt: hvernig? Eða með tæknilegu orðalagi: er til Euler-vegur í þessum

netum?) Það gæti borgað sig að merkja hnútana með tölum eða bókstöfum, til að hægt sé

að skrásetja vegina.

Netin fyrir verkefni 20.

21 Euler-rásir og Euler-vegir í fjórum netum

Svarið spurningunum um hvert og eitt net.
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Netin fyrir verkefni 21.

(a) Hefur það Euler veg?

(b) Hefur það Euler-rás?

22 Mögulega og ómögulega Euler

Teiknið ef það er hægt, og segið hvort netin hafa Euler-rás og/eða Euler-veg:

(a) net sem hefur þrjá slétta hnúta og enga aðra hnúta,

(b) net sem hefur fjóra slétta hnúta og enga aðra,

(c) net sem hefur fjóra oddahnúta og enga aðra,

(d) net sem hefur tvo oddahnúta og tvo slétta hnúta,

(e) net sem hefur tvo oddahnúta og þrjá slétta hnúta.

23 Regla um Euler�veg

Finnið reglu sem segir eitthvað um það hvernig net hafa Euler-veg og hvernig net hafa ekki

Euler-veg. Rökstyðjið allt sem hægt er.Þetta er mikilvægt verkefni!

24 Fleiri teikningar

Er hægt að teikna eftirfarandi myndir án þess að lyfta blýantinum eða fara ofan í sama strikið

tvisvar?
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Myndir fyrir verkefni 24.

25 Um Euler

Svissneski stærðfræðingurinn Leonhard Euler (1707�1783) leysti þrautina um brýrnar í Königs-

berg árið 1735. Greinin sem hann skrifaði um þrautina heitir Solutio Problematis ad Geometriam

Situs Pertinentis (Lausn á verkefni um rúmfræði staðsetninga). Hann gerði grein fyrir og sann-

aði fyrstu reglurnar í netafræði, til dæmis um það hvaða net hafa Euler�veg og Euler�rás og

þess vegna eru þessi fyrirbæri nefnd eftir honum. Það má segja að hann ha� fundið upp

netafræði. Lesið ykkur aðeins til um Leonhard Euler, til dæmis umfjöllun Vísindavefsins um

Leonhard Euler og svarið þessum spurningum:

(a) Um það bil hve mörg fræðileg verk gaf Euler út um æ�na?

(b) Hver voru síðustu orð Eulers?

(c) Hve mörg börn eignaðist hann?

26 Streymi

Á öllum teikningunum hér fyrir neðan táknar B borholu og V táknar vinnslustöð. Leiðslur eru

táknaðar með strikum og tölurnar við strikin tákna �utningsgetuna í þúsundum lítra á mínútu.

Finna á út hversu mikið af olíu getur (í mesta lagi) streymt frá B til V á mínútu. (Í stað olíu

má hugsa sér: hitaveituvatn, gígabæt, eða allt sem getur streymt um einhverskonar farvegi.)

Netin fyrir verkefni 26.
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27 Sannleikurinn um streymi og þversnið

Hugtakiðþversnið í neti táknar summuna af öllum tölum á leggjunum sem strik sem skiptir

netinu í tvennt skarast við. (Þetta er �ókin setning sem þarf líklega að lesa aftur.) Á myndinni

með þessu verkefni er eitt dæmi um þversnið, sem er jafnt 17. Finnið öll hin þversniðin (allar

summurnar). Hvaða þversnið er minnst?

Net fyrir verkefni 27.

Ef þið ha�ð unnið þetta og síðasta verkefni vel, ha�ð þið komist að eftirfarandi:

Mesta streymi í netker� er það magn sem �ætt getur um minnsta þversniðið.

28 Meira streymi

Bandarísku stærðfræðingarnir Ford og Fulkerson sönnuðu regluna um mesta streymi og minnsta

þverskurð (e. max-�ow min-cut theorem) árið 1956. (Einnig sönnuðu Elias, Feinstein og

Shannon regluna sama ár, óháð Ford og Fulkerson). Aðferð þeirra er notuð í framleiðslugrein-

ingu (e. operations research) og er, fyrir utan reikna stremi af öllum gerðum, meðal annars

notuð í verkfræðilegri greiningu á verkefnavali (e. project selection problem) og í tölvusjón-

tækni (þegar tölvuforrit greina myndir). Spurt er um mesta mögulega streymi í ker�nu sem

ge�ð er.

Netið fyrir verkefni 28.
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29 Tré

Eitt af eftirfarandi netum (sem eru tré) er hægt að nota sem stærðfræðilíkan af eftirfarandi

aðstæðum: þú velur fyrst um tvo forrétti, og síðan um þrjá aðalrétti. Veljið viðeigandi tré og

svarið spurningunni: Á hve marga vegu getur samsetta máltíðin verið?

�

�

� � �

�

� � �

�

�

� � � �

�

� � � �

�

�

� �

�

� �

Tré fyrir verkefni 29.

30 Í skápnum eru herðatré

Í fataskáp eru skyrtur í 7 litum, 6 mismunandi bindi, jakkar í 3 litum, buxur í 4 litum, sokkar

í 5 litum og 2 mismunandi skópör. Á hve marga vegu er hægt að klæða sig, ef maður notar

einn hlut af hverju tagi?

31 Ósmættanleg tré

Rifjum upp að net sem hefur enga rás er kallaðtré . Teiknið öll tré sem uppfylla samtímis

bæði skilyrðin:

ˆ það hefur átta hnúta,

ˆ en enga hnúta sem hafa gráðuna 2.

Alls eru 4 ólík tré � athugið að tvö net teljast ekki ólík ef það er hægt að �færa� hnútana í

öðru þeirra þannig að það líti eins út og hitt.

Áskorun: teiknið líka öll tré sem hafa tíu hnúta en enga hnúta með gráðuna 2. (Svo getið þið

skoðað lausnina með því að �nna á Youtube viðeigandi atriði út myndinni Good Will Hunting).

32 Að telja leggi og klíkur

Rifjum upp að net þar sem allir hnútar tengjast öllum hnútum (það er leggur milli sérhverra

tveggja hnúta) nefnistfulltengt net .

(a) Hve margir leggir eru í þessu neti?
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Netið fyrir verkefni 32.

(b) Hve margar 3-klíkur í netinu, eða með öðrum orðum, hve margir þríhyrningar þar sem

hnútar netsins eru hornpunktarnir (dæmi: ABC)?

(c) Hve margar 4-klíkur (ferhyrningar)?

(d) Hve margar 5-klíkur (�mmhyrningar)?

33 Fimmur

(a) Ef allir í bekknum gefa öllum hinum �mmu (e. high-�ve), hve margar �mmur eru gefnar

alls? Munið að setja fram almenna reglu og víkka út!

(b) Velja á tveggja manna teymi úr hópi 25 nemenda í bekk. Hve mörg slík teymi eru

möguleg?

34 Fjöldi leggja í fulltengdu neti

Hve margir leggir eru í fulltengdu neti með 10 hnúta? Alhæ�ð: hve margir leggir eru í fulltengdu

neti meðn hnúta?

35 Netafræðingur

Hor�ð á viðtal við Mariu Chudnovsky. Hvaða dæmi tekur hún um hagnýtingu á netafræði?

36 Staðalgráða, fjarlægð og þéttni

Svarið spurningum um netið á eftirfarandi mynd.

(a) Staðalgráða hnútar er skilgreind sem: hve mörg prósent af hinum hnútunum tengjast

hnútinum, eðaS(x) = g(x)
n� 1 , þar semn er fjöldi hnúta í netinu ogg(x) er gráða hnútarins

x. Finnið staðalgráðu hnútarinsF , sem sagtS(F ).
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Netið fyrir verkefni 36.

(b) Fjarlægð milli tveggja hnúta er skilgreind sem fjöldi leggja í stysta mögulega vegi

milli hnútanna. Hver er fjarlægðin milli hnútanna B og E?

(c) Þéttni nets er skilgreint sem hlutfallið milli fjölda leggja og fjölda mögulegra leggja ef

allir hnútar tengdust öllum hnútum. Með öðrum orðum er þéttnin
m þar semn táknar

fjölda leggja í netinu, enm táknar fjölda leggja í fulltengdu neti með jafn marga hnúta

og netið sem um ræðir. Hver er þéttni netsins sem sýnt er?

(d) Teiknið net sem hefur 5 hnúta og þéttni sem er minni en 40% og meiri en 10%.

37 Hve mörg einföld net?

Einfalt net er net þar sem engar lykkjur eru, og aldrei meira en einn leggur milli tveggja hnúta.

Hve mörg mismunandi einföld net með þremur hnútum eru til? En með fjórum hnútum? Og

svo framvegis.

38 Einn�margir

Hér eru þrjú dæmi um einföld net þar sem einn hnútur (A) getur tengst hinum hnútunum eða

ekki. Hnútar í efri röðinni tengjast ekki innbyrðis.

Net fyrir verkefni 38.

(a) Hve mörg net eins og þessi eru möguleg?

(b) Hve mörg net væru möguleg ef það væru 1, 2, eða 4 hnútar í efri röðinni?

(c) Alhæ�ð: hve mörg net væru möguleg ef það værun hnútar í efri röðinni?
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39 Pítsudæmið

(a) Hve margar mismunandi pítsur er hægt að panta ef það eru 4 áleggstegundir í boði (og

ekki má velja sama álegg tvisvar)?

(b) Hvað ef það eru 5 áleggstegundir? En �eiri?

40 Vinir og ókunnugir

Látið reyna á eftirfarandi tilgátu með því að teikna tengslanet:

Ef sex manneskjur eru í veislu þá er öruggt að einhverjir þrír þekkjast allir innbyrðis

eða einhverjir þrír þekkjast ekki innbyrðis (engin þeirra þekkir neina af hinum

tveimur).

Hér er önnur leið til að setja fram sömu tilgátu:

Segjum að við höfum fulltengt net með sex hnútum. Ef við litum sérhvern hnút

rauðan eða bláan, þá verður einhver þríhyrningur með bláum hnútum eða einhver

þríhyrningur með rauðum hnútum.

Haldið þið að þetta sé rétt? Hvernig eru þetta sömu tilgáturnar?

Áskorun: Svarið spurningunni og sýnið fram á svarið.

Athugasemd: Svarið við þessari spurningu er svo fræg að hún á sér sérstakt nafn og Wikipediu-

síðu, Theorem on friends and strangers.

41 Partí

Hugsið ykkur að þið séuð í partíi með hundrað manns. Einhver fær þá hugmynd að komast að

því hver er vinur hvers í partíinu. Viðkomandi sýnir þér listann og þú tekur eftir því að tvær

manneskjur eiga nákvæmlega jafn marga vini. Þér dettur í hug tilgáta: í öllum partíum eru

alltaf að minnsta kosti tvær manneskjur sem eiga nákvæmlega jafn marga vini í partíinu. Er

þessi tilgáta rétt? Athugasemd: Hér má reyna að byrja á því að skoða partí með 3, 4, og 5

manns. Jafnvel tveimur, eða einum! Það gæti ge�ð hugmyndir.

42 Einn sem þekkir alla

Kannið tilgátuna:

Ef hópur fólks er þannig að sérhver tvö í hópnum eiga nákvæmlega einn sameig-

inlegan vin í hópnum, þá er einhver einn í hópnum sem er vinur allra hinna.

Teiknið einhver net til að rannsaka þetta.
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Net fyrir verkefni 43.

43 Ferðalög í neti

(a) Hve margar ólíkar ferðir með einum legg eru í netinu? (Tvö dæmi: A-E og E-A).

(b) Hve margar ólíkar ferðir með tveimur ólíkum leggjum?

(c) Hve margar ólíkar ferðir með þremur ólíkum leggjum?

(d) Hve margar ólíkar ferðir með fjórum ólíkum leggjum?

(e) Hve margar ólíkar ferðir með tveimur leggjum ef það má endurtaka leggi?

(f) Hve margar ólíkar ferðir með þremur leggjum ef það má endurtaka leggi?

(g) Hve margar ólíkar ferðir með fjórum leggjum ef það má endurtaka leggi?

44 Farandsölumaðurinn

Mjög frægt verkefni úr netafræði heitirThe travelling salesman problemá ensku, við gætum

kallað það �höfuðverk farandsölumannsins�. Það snýst um að �nna hagkvæmustu (eða stystu)

leiðina til að koma við á mörgum áfangastöðum og snúa aftur heim.

Á myndinni táknar hver hnútur borg og leggirnir tákna leiðina á milli þeirra og tölurnar tákna

kostnað (þúsundir króna) við að fara þann legg. Hugsaðu þér að þú þur�r að koma við í öllum

borgunum og enda á sama stað og þú byrjar. Net þar sem hverjum legg er úthlutuð tala (sem

getur táknað vegalengd, kostnað, eða eitthvað annað) er nefntvegið net.

(a) Hve margar mögulegar leiðir eru til að ferðast til allra borganna einu sinni? Skráðu þær

allar og kostnaðinn við þær.

(b) Hvernig er ódýrast að fara í ferðalag og koma við í hverri borg einu sinni?

45 Sex skrefa aðskilnaður (six degrees of separation)

(a) Hvað þekkir þú margar manneskjur? Til dæmis á Facebook.

(b) Leggðu mat á það hvað þeir sem þú þekkir þekkja marga sem þú þekkir ekki. (Þetta er

auðvitað bara einhvers konar skynsamleg ágiskun um meðalfjölda.)
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Net fyrir verkefni 44.

(c) Segjum að þeir sem þú þekkir séu í fjarlægðinni 1, (einn �hlekkur�), en þeir sem þeir

þekkja, og þú ekki, séu í fjarlægðinni 2 (tveir hlekkir) frá þér. Notaðu tölurnar sem þú

fékkst að ofan til að meta hvað margir eru einum, tveimur, 3, 4, 5 og 6 hlekkjum frá

þér.

(d) Ein kenning segir að hægt sé að tengja sérhverjar tvær manneskjur á jörðinni hvor við

aðra í sex eða færri hlekkjum. Hvað heldur þú um það? (Ge�ð rökstutt svar.) Þessi

kenning gengur undir heitinu �Six degrees of separation� og er hægt að gúgla.

46 Vatn, hiti og rafmagn

Leggja þarf lagnir fyrir kalt vatn, vatnsveitu og rafmagnsveitu í þrjú hús.

Verkefni 46.

Er hægt að gera það án þess að nokkurs staðar þur� ein lögn að liggja y�r aðra?

47 Lagnet

Í netafræði skiptir engu máli hvar hnútarnir eru teiknaðir, það eina sem skiptir máli er hvaða

hnútar tengjast með leggjum. Net nefnistlagnet ef hægt er að teikna það án þess að leggir

skarist (fari ofan í hvorn annan). Síðasta verkefni var semsagt um það hvort net væri lagnet.
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Hvernig er hægt að teikna eftirfarandi þrjú net þannig að engir leggir skarist? Það má

einfaldlega hugsa sér að maður færi hnútana (en passi að leggirnir slitni ekki).

Net fyrir verkefni 47.

(Það er hægt að teikna net 1 og 2 án þess að leggir skarist, þau eru lagnet, en ekki net 3,

sem er þá ekki lagnet.)

48 Svæðaskipting

Ef við teiknum lagnet þá skiptir það �etinum (pappírnum, skjánum) í svæði (eins og leggirnir

væru girðingar eða landamæri). Hefð er fyrir því að telja svæðið �fyrir utan� með. Net 1 hér

að neðan skiptir �etinum í 4 svæði, en í hve mörg svæði skipta net 2 og 3 �etinum?

Lagnet fyrir verkefni 48.

49 Leggir, hnútar og svæði

Til er regla sem tengir saman fjölda hnúta, leggja og svæða. Verkefnið er að �nna út hvernig

fjöldi leggja, hnúta og svæða tengjast. Til að aðstoða er ykkur bent á að gera tö�u y�r nokkur

net, þar sem fram koma: fjöldi leggja, fjöldi hnúta og fjöldi svæða sem netið skiptir �etinum

í. Þið getið teiknað ykkar eigin lagnet, og/eða notað þessi (og netin í verkefninu á undan).

Áskorun: rökstyðjið eða sannið regluna.

50 Áskorun: um y�rborð fótbolta

Reglan um fjölda hnúta, leggja og svæða gildir ekki bara á �ötum pappír, heldur líka á kúluyf-

irborði. Að því gefnu að y�rborð gamaldags fótbolta sé gert úr �mm- og sexhyrningum, sýnið
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